Partie a dominante physique

Quelques expériences autour de la gravité

L’interaction gravitationnelle est la plus tangible des quatre interactions fondamentales,
étudiée bien avant la découverte des interactions électromagnétique, faible et forte. Eclairé
par les études fondamentales de Galileo Galilei, Newton a formulé une description de I'inter-
action gravitationnelle en 1687. Cette loi physique, qui permet une description correcte de
nombreuses observations astronomiques et terrestres, contient un facteur de proportionnalité
connu sous le nom de constante newtonienne de la gravitation, abrégée dans les équations
par la lettre majuscule G.

Depuis la premiere mesure de la constante gravitationnelle en 1798, par Henry Caven-
dish, pres de trois cents mesures de G ont été effectuées par différents groupes de recherche
dans le monde. Singulierement, ce nombre élevé de mesures ne s’est accompagné que d’une
amélioration modeste de 'incertitude relative sur la valeur de GG. Alors que Cavendish avait
obtenu une incertitude relative de 7,4 x 1073, Iincertitude relative de la meilleure mesure
jamais réalisée n’est que de 1,4 x 107°. Au-dela de la question de I'incertitude sur les me-
sures, on constate une grande dispersion, de plusieurs écart-types, entre les valeurs obtenues
par les différents groupes de recherche. Ce large éventail de valeurs de G' a d’ailleurs conduit
le groupe de travail sur les constantes fondamentales (CODATA) a augmenter 'incertitude
sur la valeur recommandée de G d’un facteur 6,3.

Cette épreuve comporte deux parties indépendantes consacrées a la mesure du champ
gravitationnel, avec des niveaux de précision assez différents. La premiere partie présente
une expérience qui pourrait étre menée lors de travaux pratiques et qui a pour objectif la
mesure de G a I’aide d’un pendule de torsion. La seconde partie s’appuie sur une expérience de
recherche impliquant un gravimetre optique a coin de cube en chute libre. L’objectif de cette
seconde partie est de comprendre le principe de fonctionnement de cet instrument, d’identifier
quelques sources d’erreurs systématiques puis d’étudier des configurations expérimentales
permettant la mesure du gradient de la gravité et, enfin, de la constante newtonienne de
gravitation.

Les deux parties de cette composition sont indépendantes. La copie doit étre lisible, l’iden-
tification de la question traitée doit étre évidente. La clarté des raisonnements et la qualité
de la rédaction interviendront pour une part importante dans l'appréciation des copies.
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Données

Vitesse de la lumiere dans le vide ¢

299 792 458 m s~ !

Constante de Planck h = 27k

6,626 x 1021 J s

Gradient constant de la gravité I’

3,08 x 10052

Rayon de la terre Rr

6371 km

Masse de la terre Mt

5,0736 x 10°% kg

Constante Newtonienne de la gravitation G

6,67430 x 10~ m3 kg=! s72

Accélération de la pesanteur g

9,81 m s 2

Relations et formulaire
— Développements limités usuels en O :
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— Equation différentielle :
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y'(t) = a+ By(t)

avec « et 8 deux constantes et S > 0

La solution est de la forme

y(t) = Cy exp(y/Bt) + Cs exp(—+/fBt) — %

C1 et C5 sont deux constantes qui dépendent des conditions initiales.



Partie I : La mesure de G en travaux pratiques

L’expérience de Cavendish peut étre aujourd’hui reproduite en classe avec du matériel
dédié qui permet la mesure de GG avec une précision relative de I'ordre du pour cent. Le
dispositif expérimental est le suivant (voir figure 1). Deux petites spheres de tungstene de
méme masse m = 0,038 kg disposées a l'extrémité d’une tige en aluminium de longueur
d = 10 cm suspendue a un ruban de béryllium forment un pendule de torsion dont I’axe,
de vecteur unitaire €,, est selon la verticale Oz du lieu. L’attraction gravitationnelle entre
ces petites spheres et deux grandes spheres de tungstene de masse M = 1,5 kg que 1'on
peut déplacer facilement, provoque la torsion du ruban, mise en évidence grace a un faisceau
laser réfléchi sur un miroir solidaire du ruban. Cela se fait en deux étapes. Partant d'un
pendule au repos, les grandes spheres sont tout d’abord rapidement placées en vis-a-vis des
petites spheres pour engendrer un couple. Cette mise hors d’équilibre se manifeste par des
oscillations amorties du pendule qui évolue vers son nouvel état d’équilibre. Sans attendre
que cet équilibre soit atteint, les grandes spheres sont ensuite tournées a presque 180°. Les
oscillations amorties du pendule se poursuivent mais autour d'un autre état d’équilibre.
Toutes ces oscillations sont visualisées par le mouvement de la tache lumineuse que fait le
faisceau laser sur un écran éloigné. On enregistre ces oscillations et on en extrait les positions
de la tache dans les deux états d’équilibre sus-mentionnés.

On admet que pendant la durée de I'expérience, les centres des spheres demeurent dans
un plan parfaitement horizontal et qu’on a une parfaite symétrie du dispositif par rapport a
la verticale sur les positions des spheres de chaque paire.

FIGURE 1 — Dispositif expérimental pour la mesure de la constante gravitationnelle G. A
droite : le pendule de torsion et les (grandes) sphéres mobiles. A gauche : la partie optique
du montage.



Ordres de grandeur de ’expérience

. Rappeler I'expression du vecteur force gravitationnelle Fiy qui s’exerce entre deux masses
ponctuelles m; et my distantes de R.

. Justifier pourquoi cette expression demeure valide lorsque les deux masses sont constituées
par des spheres homogenes de rayons respectifs R; et Ry lorsque R > R; + Ry. On
pourra faire une analogie avec la situation correspondante en électrostatique et utiliser
le théoreme de Gauss.

. Calculer numériquement la norme de la force gravitationnelle F exercée par une masse
de M = 1,5 kg sur une masse de m = 0,038 kg distante de b = 4,27 cm. La comparer
au poids de m sur Terre.

. Expliquer I'intérét du dispositif expérimental de Cavendish par rapport a une situation
ol on mesurerait par exemple ’allongement d’un ressort vertical auquel serait suspendue
la masse m lorsque l'on approcherait la masse M.

. Calculer numériquement la norme du moment exercé par F si le bras de levier est de
I'ordre de 10 cm. En admettant que le moment du couple de rappel du pendule de torsion
s’exprime sous la forme —Ce,, ou C' est une constante positive et # est la déviation
angulaire du pendule par rapport a sa position au repos, donner un ordre de grandeur
de C pour que 6 soit de 'ordre de 0, 3°. Expliquer 'intérét du dispositif optique pour
mesurer cette déviation.

. Estimer I’épaisseur e du ruban de béryllium sachant que la constante de torsion s’exprime
sous la forme C' ~ %;h ou p est la constante de rigidité du matériau, [ sa longueur et
h sa largeur. On donne p = 116 GPa, [ = 26 cm et A = 0,15 mm. Qu’en concluez vous

sur la difficulté de réalisation du dispositif expérimental ?

Modélisation et expérimentation

On cherche a établir les équations qui permettent de déterminer G a partir des données
et des mesures effectuées grace au dispositif expérimental. Les positions des spheres
et les notations utilisées sont explicitées dans la figure 2. On fait dans un premier
temps 'hypothese que la seule force que subit dans le plan horizontal (celui de la figure)
chaque petite sphere est la force gravitationnelle exercée par la grande sphere la plus
proche. On note F' sa norme.

. On a placé I'écran a la distance L = 168,5 cm du miroir solidaire du pendule de torsion
et on mesure la déviation du faisceau laser AS=4,2 cm. En déduire la valeur numérique
de 6., déviation angulaire par rapport a la position au repos lorsque ’on approche les
grandes spheres des petites. Justifier, dans ces conditions, que la variation de I’orientation
de la force exercée sur la petite sphere est négligeable au premier ordre en 6. et que les
petites spheres se déplacent selon la perpendiculaire au plan du pendule au repos.

On fait d’abord 'hypothese que le déplacement Ab de chaque petite sphere par rapport
a sa position au repos est négligeable.
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FIGURE 2 — Lorsque les grandes spheres sont amenées dans la position I, la tache lumineuse
quitte le spot au repos 2 et oscille autour du spot 1 sur ’écran. Lorsque les grandes spheres
sont placées dans la position II, symétrique de I par rapport au plan qui contient I’axe du
pendule au repos et le faisceau laser incident, la tache lumineuse se déplace et oscille autour
du spot 3. C’est la distance AS entre les positions 1 et 3 qui est extraite de ’enregistrement
des oscillations. En raison de la symétrie du dispositif, c’est le double de la distance entre
les positions 2 et 3.

8.

10.

Exprimer la condition d’équilibre du pendule de torsion lorsque les grandes spheres sont
en position II. En déduire une expression de G en fonction de 6., d, b, M, m et C.

En pratique, il est difficile de connaitre directement la valeur de C. Elle est estimée a
partir de la mesure de la pulsation w des oscillations amorties du pendule. On considere
donc le régime transitoire ou 6 = 6(t) dépend du temps. On suppose que s’exerce sur
le pendule, en sus du moment des forces gravitationnelles et du couple de rappel, un
moment de frottement ”fluide” de la forme —afé, (a > 0).

Ecrire le théoreme du moment cinétique pour le pendule de torsion en introduisant
son moment d’inertie J par rapport a I'axe Oz. J s’exprime ici avec une excellente
approximation comme J = 2(m§ + %mrQ) ou r est le rayon d’une petite sphere. Justifier
brievement cette expression.

On introduit la variable €(t) = 6(t) — .. Montrer que la variable €(t) vérifie I’équation
différentielle suivante

Jé = —aé — Ce. (6)

Donner la solution générale a cette équation dans I'’hypothese ou a < +/JC'. Conclure
que I’évolution du systeme est pseudo-périodique et que la pulsation w correspondante

vérifie w ~ \/g Les tableaux ci-dessous listent ’ensemble des données et des mesures

effectuées ainsi que leurs incertitudes.



11.

12.

13.

14.

b (cm) | 8b (cm) | 7 (em) | or (cm) | d (cm) | §d (em) | M (kg) | IM (kg)
4,27 0,02 0,818 | 0,003 10 0,1 1,500 0,005

L (cm) | 0L (cm) | AS (em) | 0AS (em) | w (rad.s™) | dw (rad.s™!)
168,5 0,2 4,2 0,03 0,01285 0,00005

Exprimer G en fonction de L, AS, M, r, d, b et w. Calculer numériquement G puis son
incertitude. Commenter.

Une premiere cause possible d’erreur systématique est d’avoir négligé le déplacement Ab.
Exprimer Ab en fonction de d et de 6. Ecrire la nouvelle condition d’équilibre du pen-
dule de torsion lorsque les grandes spheres sont en position II, en tenant compte du
déplacement a 1’équilibre Ab.. En déduire une expression de G en fonction de 6., d, b,
M, m et C'. Calculer numériquement le déplacement Ab,. Justifier que ’on doive prendre
en compte a priori Ab, si on veut éviter une erreur systématique supérieure a un pour
cent dans la mesure de G.

La prise en compte du déplacement modifie aussi la dynamique du pendule de torsion.
Montrer en linéarisant le théoreme du moment cinétique au premier ordre en € = 0 — 0,
que €(t) vérifie désormais I’équation différentielle suivante

Jé = —ae — C', (7)

ot C’ est une constante que 1'on exprimera en fonction de C, b, d et .. En déduire dans
I'hypothese ot v < v/ JC", la nouvelle pulsation du régime pseudo-périodique.

Donner la nouvelle relation entre G et L, AS, M, r, d, b et w. Calculer numériquement
G. Qu’en concluez-vous ?

Une deuxieme cause d’erreur systématique est 'oubli de la force gravitationnelle f (voir
figure 3) qu’exerce sur une petite sphere la deuxieme grande sphere (la plus éloignée).

“«— AS2

FI1GURE 3 — Correction due a la force gravitationnelle de la seconde sphere.



15.

16.
17.

18.

Exprimer le moment de f en fonction de f et de 'angle ¢ (défini sur la figure 3). Estimer
ce moment lorsque la petite sphere est toujours dans sa position initiale au repos et
comparer au moment de F. Montrer que le ratio de ces moments ne dépend que de b et
de d et le calculer numériquement. Est-ce que la prise en compte de cet effet permettra
selon vous de corriger suffisamment I'estimation de la valeur de G'7

Partie II : Gravimetre optique absolu a chute libre

Les mesures modernes de la gravité absolue sont basées sur la reconstitution de la tra-
jectoire d’une masse test en chute libre dans le champ de la gravité. Pour cela on mesure
la variation de la position de cette masse lachée verticalement dans le vide, en fonction
du temps. L’accélération de 'objet est déterminée directement a partir de la trajectoire
mesurée. La figure 4 décrit le dispositif expérimental du gravimetre optique FFAG (Free-
Fall Absolute Gravimeter). Le cceur du dispositif est un interférometre optique abrité
dans une chambre a vide. Un faisceau laser est divisé en deux faisceaux a ’aide d’un cube
séparateur 50/50 (lame semi-réfléchissante). L'un des deux faisceaux est rétro-réfléchi par
un miroir mobile (M¢) (coin de cube mobile) en chute libre verticale, le second faisceau
est rétro-réfléchi par un second miroir immobile de référence (Mgef) (coin de cube de
référence). Les deux faisceaux sont mélangés au niveau d’'une photodiode. La photodiode
détecte une frange d’interférence chaque fois que la masse test (ici le miroir mobile) tombe
d’'une demi longueur d’onde de la lumiere laser. Ces franges sont comptées pendant un
intervalle de temps mesuré précisément a 1’aide d’une horloge atomique. L’échelle des
distances est donnée par le laser a hélium-néon (HeNe) stabilisé en fréquence utilisé dans
I'interférometre. Une horloge atomique de rubidium fournit ’échelle de temps.

Préliminaire

Expliquer l'intéret de placer l'interférometre sous vide.

On considere 'accélération de la pesanteur uniforme et constante, de valeur gy. Montrer
qu'une mesure de la distance d parcourue pendant une durée 7 permet d’estimer go.
Justifier pourquoi le gravimetre FFAG décrit sur la figure 4 permet une mesure absolue
de 'accélération de la pesanteur.

L’étude du mouvement de la masse test (miroir en chute libre) doit prendre en compte
le gradient de la gravité. Dans ce cas, I'accélération de la gravité s’écrit sous la forme
g = go + 'z, ou I représente le terme constant du gradient de la gravité. Déterminer
I’équation de mouvement lorsque le miroir est laché avec une vitesse initiale vy a partir
d’une position initiale zy. Montrer qu’au premier ordre en I' et pour un temps de chute
faible, I’équation du mouvement est

1 F Vo go
t) = t+ —got? —t2< —t —t2) 8
2(t) (zo+vo +ng )+2 20+3 +12 (8)
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FIGURE 4 — Gravimetre absolu a coin de cube en chute libre.

Principe de mesure

Le schéma de l'interférometre utilisé dans le FFAG est présenté sur la figure 5. Les deux
faisceaux lasers qui interferent sont rétro-réfléchis par deux réflecteurs en coin de cube.

AM,
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[Laser] A D—

\v/ Mref

FIGURE 5 — Schéma de l'interférometre utilisé dans le gravimetre FFAG

19. Justifier 'intérét d’utiliser ce type de réflecteurs.



On cherche a étudier le principe de fonctionnement du FFAG. Pour cela, on considere le
schéma simplifié de la figure 6, ou par souci de simplicité on remplace les réflecteurs en
coin de cube par des miroirs. On note E; = Ejexp [—i(wot)] 'amplitude du champ laser
incident au point O (z = 0,y = 0 ), le centre du cube séparateur. La pulsation wy est
égale a 27 fy avec fy la fréquence de 'onde laser.

——= M (miroir en chute libre)
il <
21 |*M
& h/rllref
fai 2
@ 5 ,—J aisceau (2) y

D
Y PD

FIGURE 6 — Schéma simplifié de linterférometre optique utilisé pour la mesure de
I’accélération de la pesanteur.

20.

21.

22.

23.

Citer quelques propriétés des ondes électromagnétiques et rappeler les conditions pour
observer le phénomene d’interférence entre deux ondes lumineuses.

On admet que ces conditions sont satisfaites. Le faisceau laser incident supposé parallele
est divisé en deux faisceaux par le cube séparateur. L’amplitude de 'onde E; (resp. E»)
se propageant dans la direction Oz (resp. Oy) est

E, = 5—% exp [—i(wot — kz)]
Ey, = 5—% exp [—i(wot — ky)]

Le vecteur d’onde k est égal a 2w /\g ot \g est la longueur d’onde du laser dans le vide.

Le miroir de référence est placé a une distance D fixe par rapport au centre du cube
séparateur. Le miroir mobile est en chute libre, sa position est notée zy;. Ecrire intensité
lumineuse totale au niveau de la photodiode (PD) en fonction de 2y, D, Ao et Iy = E?.
Le signal en sortie de la photodiode est proportionnel a 'intensité moyenne I, intégrée
sur une durée T qui dépend de la bande passante du systeme de détection. Pour que ce
signal soit exploitable, il faudrait que 7> 1/fy et T < A\g/v, ou v = dzst(t) représente
la vitesse du miroir mobile. Justifier ces conditions.

La figure 7.a montre la variation de 'amplitude du signal détecté pendant la chute libre

du miroir. Commenter ’allure de ce signal.
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24. Le miroir mobile est placé dans un ascenseur dont le démarrage et I’arrét sont controlés
respectivement par les signaux ”start” et "stop”. Ces deux signaux déterminent a la fois
le début et la fin de la chute libre du miroir et la fenétre temporelle de la détection.
Les franges d’interférences sont comptées durant cette fenétre temporelle. L’intervalle de
temps entre les signaux ”start” et "stop” est échantillonné a ’aide d’un signal d’horloge
tres précis (voir la figure 7.b). Expliquer comment est reconstituée la trajectoire du
miroir (figure 7.c) a partir du signal enregistré en sortie de la photodiode (figure 7.a).

1 ZiTiiii
0.9 a) /\ /\ /\ Zzg . c)

05 AN :
07 I \ I o "o
S T w
RN
04 I z
| ]

N
o

S -
0.1 \ [ Lo L,

” start H

slop;< r 1
clock==AT, é"'A”:
e — T, - 5

FIGURE 7 — a) Allure du signal observé a la sortie de la photodiode en fonction du temps. b)
Signaux de controle de la chute libre du miroir et de la fenétre de détection. c¢) Trajectoire
typique reconstituée a partir de I'analyse du signal en sortie de la photodiode.

25. Proposer une méthode pour extraire les parametres du mouvement (zg, vg, go et I') &
partir de la trajectoire reconstituée en figure 7.c.
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26.

27.

28.

29.

Effet de la vitesse finie de la lumiere

La vitesse finie de la lumiere induit un biais systématique sur la mesure de 1'accélération
de la pesanteur. Dans cette partie on se propose de calculer ce biais qu’on notera gpiajs-
Dans le référentiel au repos R lié au cube séparateur (Oz) un événement est repéré par
les coordonnées (¢, z). On définit le référentiel R’ rattaché au miroir mobile animé d’une
vitesse ¥ que 'on supposera constante dans un premier temps. Un événement dans le
référentiel R’ est repéré par les coordonnées (t', z’). La relation entre (¢, z) et (', 2') est
donnée par la transformation de Lorentz inverse :

t=r (t' + :—22’> (9)
2=+t (10)
1= —— (1)

2
1= (2)

ol v est la projection algébrique de la vitesse sur I'axe Oz.

Exprimer le champ électromagnétique Fi(z,t) associé a I'onde qui se propage vers le

miroir Mg, avec les coordonnées (z' et t') et déduire la fréquence apparente de I'onde

pour un observateur au repos dans le référentiel R’. Préciser le phénomene physique

associé a ce décalage de fréquence.

On montre que la fréquence f, de I'onde réfléchie, percue par un observateur au repos

placé au niveau de la photodiode est

, 14 ¢
f():(li_;)fo (12)

[

Justifier ce résultat en s’appuyant sur les concepts de base de la relativité.

On choisit 1'origine des temps (¢ = 0) a U'instant ou le faisceau incident est réfléchi par
le cube séparateur (au point O (z = 0 et y = 0)). Ce faisceau se propage jusqu’au miroir
mobile ou il est réfléchi puis revient au point O au temps ¢t. Son amplitude s’écrit alors

t

Ei(t,z=0) = %exp —i |:27T/ f(/)/(T)dT:| (13)
0

Le terme 27 f(f fo (T)d7 représente la phase accumulée par le faisceau laser (1).

On note t, I'instant ou le faisceau se réfléchit sur le miroir qui se trouve alors en zy(¢,).

On rappelle que l'axe Oz est orienté vers le bas. Donner la relation entre zy(t;) et

At =t —t,.

La vitesse du miroir mobile est par définition v(t,) = dzﬁf—t(rtr). En utilisant I’expression

de la fréquence apparente f{ donnée par I’équation 12, calculer la phase accumulée par

l'onde (1) apres un aller-retour. En déduire que le déphasage entre les deux ondes au

niveau de la photodiode est

t / _ t " . ZM(tr)
27?/0 Afy (1)dr = 27r/0 (fo (1) = fo)dT =4 fy pat (14)
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30.

31.

32.
33.

34.
35.

36.

La détermination de 'accélération de la gravité est réalisée a partir de 'analyse du signal
détecté par la photodiode. En utilisant I’équation du mouvement zy;(¢) dans le référentiel
du détecteur (pour simplifier on négligera le gradient de la gravité I') et la relation qui
relie At a zy(t,), montrez que l'expression de z\(¢;) en fonction du temps de détection
t s’écrit
£’ 1 2 3 2 1 53
am(ty) = 2m(t — At) = (zo + vot + g()§> + - (ngo + (v5 + gozo)t + §gov0t + §got )
(15)
La valeur expérimentale de I'accélération de la pesanteur est gex, est obtenue a partir de
la dérivée seconde de zy(t — At) par rapport a t. Montrer que

Gexp = 90 + Gbiais (t) (16>

Expliciter gpiais(t). Estimer ce biais pour un temps de chute égal & 0,2 s et une vitesse
initiale v9=0,2 m- s~. Commenter le résultat.

Effet de la pression de radiation

Lorsque la lumiere du laser touche le miroir, 'impulsion des photons est transférée au
miroir qui se trouve décéléré. Dans cette partie on cherche a estimer cette décélération.

Exprimer 'impulsion d’un photon en fonction de sa longueur d’onde dans le vide ).

On note my; la masse du miroir. Donner la vitesse maximale de recul du miroir suite a
la réflexion d’un seul photon.

Pour un traitement plus rigoureux de l’échange d’impulsions entre les photons et le
miroir, nous utiliserons la théorie de la diffusion de Compton qui nous donne, dans un
cas général, I’énergie du photon diffusé (ou réfléchi)

B _E 1 — £cos) (17)
I fol—ycosQ/—l—LOQ(l—cos(I))
c ymyrc

Ey, est I'énergie du photon incident, ® est I’angle entre le photon incident et le photon
diffusé et Q (resp. ') est 'angle entre le photon incident (resp. réfléchi) et le vecteur
vitesse du miroir.

Donner les valeurs des angles ®, € et Q' pour un réglage parfait de I'interférometre.
Exprimer dans ces conditions, la différence de fréquence entre le photon incident et
le photon réfléchi. Faire un développement limité a 'ordre 2 en (v/c). Commenter le
résultat.

Soient p'et p7 les vecteurs quantités de mouvement du miroir avant et apres ”la diffusion”
du photon. Ecrire la conservation de I'impulsion puis calculer la variation de la quantité
de mouvement du miroir Ap = p’ — p.
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37. Montrer que la décélération du miroir comporte trois termes que 'on exprimera en
fonction de la puissance laser : le premier terme ay, est dit au transfert de I'impulsion du
photon, le second ap lié a 'effet Doppler et le troisieme a.. est attribué a I'effet Compton.

38. On utilise un laser Hélium-Néon de longueur d’onde Ay = 632, 8 nm et de puissance égale
a 1 mW. La masse du miroir est my; = 0,130 kg et sa vitesse v=0,2 m- s~ 1.
Calculer la décélération ay, et donner un ordre de grandeur des deux autres termes.
Conclure.

Quelques configurations du FFAG pour la mesure du gradient
de la gravité et de la constante de Newton

L’extrait suivant est tiré de l'article publié par C. Rothleitner et O. Francis dans the
Review of Scientific Instruments 85, 044501 (2014), intitulé Measuring the Newtonian
constant of gravitation with a differential free-fall gradiometer : A feasibility study. Les
auteurs proposent des configurations expérimentales originales du FFAG pour mesurer
le gradient de la gravité et la constante gravitationnelle de Newton.

Kokokokoskosk skookokokokokok

THE INTERFEROMETER SETUP AND PRINCIPLE OF MEASUREMENT

The proposed instrument is based on the principle of a free-fall absolute gravimeter
(FFAG). Fig.8 is a sketch of a gradiometer which is simply derived by replacing the
inertial isolated reference retroreflector in a Mach-Zehnder type interferometer of the
FFAG by a second freely falling test mass. Both test masses (CC;, CCy) in that design
are assumed to be placed in the same elevator.

The beam splitter (BS) is placed between both CCs and physically attached to the
surrounding vacuum chamber. A laser light incident on BS is split into two beams. The
first one passes the BS straight through ; the second one is reflected by both CCs before
recombining again with the beam of the first path at BS. A resulting fringe signal will be
detected by means of a photo detector (Det). Both CCs will at the same time fall freely
inside the vacuum chamber. For a constant acceleration, i.e., when zero vertical gravity
gradient is assumed, both CCs would accelerate by the same amount due to earth’s
attraction. Their relative distance would not change and the interference frequency is
constant. However, if there is a vertical gravity gradient present, the gravity ¢g; which
acts on the upper CCl1 is weaker (gravity decrease with increasing distance to Earth’s
center) than go, which acts on the lower CC2. As a result, we observe a relative increase
of the distance between both CCs during their free-fall. For Earth’s gravity field the
vertical gradient is about -0.3086 mGal - m™" (1 Gal = 0,01 m-s™2 ). With such a setup
we are not able to measure the absolute values of the acceleration due to gravity g, » any
more, but the differential acceleration, or the gradient I' = (g, — g1)/d, where d denotes
the separation between CC1 and CC2.
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FIGURE 8 — (a) Gradiometer design. The reference mirror is replaced by a second freely falling
retroreflector. The principle is sketched in figure (b) : The gradiometer can be considered as two
gravimeters measuring at the same time at different heights along the same plumb line.

Now we can go a step further and place two gradiometers along the same plumb line.
We take simultaneous measurements with both gradiometers. Then we calculate the
difference between the upper and the lower ones. The difference is the second derivative
of g, or the third derivative of the potential V. In Fig.9, this idea is sketched. A laser light
is split into two beams by a first BS. Each beam is now the measurement beam for the
upper and the lower gradiometer, respectively. After both beams have passed through the
gradiometers, they are recombined by a further beam splitter before the signal is detected
by a photo detector. The combination of two vertically aligned gradiometers includes a
merging of the lower test mass of the upper gradiometer with the upper test mass of
the lower gradiometer in (TMj/). As a result we have three freely falling test masses
(TM7z, TM,; and TMp); all of them sit in the same elevator ensuring simultaneous
free-falls. Again, the beam splitters of the gradiometers are rigid, and do not move with
the elevator. If the gradient is assumed to be a constant and we assume the distance
between TMy and TMj; the same as between TM,; and TMpg, the path length change
in the upper gradiometer is the same as in the lower one and thus no fringe signal will
appear. Only nonlinear gravity field strengths can be measured.

If test masses T'Mp and T' M), fall freely, then the laser frequency fr in the top gradio-
meter will be shifted by Afy; and A fr. It will be

fr=fo—Afu +Afr (18)

after leaving the gradiometer. The minus sign of A f3; occurs because T' M}, is departing
from mirror My, hence the frequency decreases. For T'My the frequency has to increase.
For the bottom gradiometer we get, respectively,

fe=fo+Afu—Afp (19)
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FIGURE 9 — Principle of the differential free-fall gradiometer.

when test masses T'M,; and T'Mpg are dropped. The Doppler shift A fz lies with the free
fall of the test mass T'Mp

The detected frequency fge; is then the beat frequency between the top and bottom
frequency Afaet = f5 — fr-

Kookosk kokook skokok kokok sk

En premier, on s’intéresse a ’expérience décrite dans la figure 8. Expliquer pourquoi si
I'on considere I'accélération de la pesanteur uniforme, le signal observé en sortie de la
photodiode ne varie pas pendant la chute libre des deux coins de cubes (CC1 et CC2).
Donner le principe physique sous-jacent.

Expliquer alors pourquoi en pratique on observe une variation du signal.

La figure 9 présente le schéma d’un gradiometre différentiel. On cherche a extraire une
information sur le champ de gravité a partir de la mesure de la fréquence de battement

foﬁ%'
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41.
42.

43.

44.

45.

Exprimer A fqe; en fonction de Afy, Afp et Afr.
Les auteurs de 'article montrent que

Ao [ 9B — 29m + gr
? Afdet(T) dT = — (UB,O — 2UM70 —+ UT,O) t— ( B )

0
ou Vg, Va0 et vro sont respectivement les vitesses initiales des masses T'Mp, T'My; et
TMr et gg, gu et gr les accélérations ressenties par ces masses. Justifier I’équation (20)
en s’appuyant sur la méthode développée plus haut pour I'analyse du signal du FFAG.
Préciser I'information (sur le champ de la gravité) que I'on peut extraire de ce type de

mesure.

t? (20)

L’intensité du champ gravitationnel terrestre en fonction de l'altitude z s’écrit, pour
(Z < RT),

G My z 22
~ 1-2— +3— 21
G M
= 22
Donner un ordre de grandeur de gio%. Conclure.

On considere maintenant un cylindre plein homogene de longueur L¢ et de rayon r. Si
Lc > r, une bonne approximation du champ gravitationnel sur I'axe de symétrie du
cylindre et au voisinage de sa surface plate (section) est

z z

9e(2) & geo (1 -4+ —2) (23)

r o 2r2
Geo = 2wGpr (24)

ol  est la masse volumique du matériau constituant le cylindre.
Calculer gio% pour un cylindre en tungsténe de masse volumique ©=19,3 x103 kg m~3
et de rayon r=10 cm.

Proposer une expérience pour mesurer la constante gravitationnelle G a partir du gra-

diometre différentiel décrit dans ’article.
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